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REFLEKSI

A. REFLEKSI

Kalian pasti sering bercermin. Ketika bercermin, amatilah diri dan bayangan kalian. Apakah memiliki bentuk dan ukuran yang sama? Amati pula jarak diri kalian ke cermin. Samakah dengan jarak bayangan kalian ke cermin? Dengan bercermin dan menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut, kalian akan menemukan beberapa sifat pencerminan.
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Dari gambar tersebut, kalian dapat mengatakan bahwa:

• Lingkaran Q kongruen dengan bayangannya, yaitu lingkaran Q’

• Jarak setiap titik pada lingkaran Q ke cermin sama dengan jarak setiap titik bayangannya ke cermin, yaitu QA = Q’A dan PB = P’ B.

• Sudut yang dibentuk oleh cermin dengan garis yang menghubungkan setiap titik ke bayangannya adalah sudut siku-siku.

Sifat-sifat tersebut merupakan sifat-sifat refleksi.

Matriks yang bersesuaian dengan tranformasi geometri

	Refleksi 
	Rumus 
	Matriks 

	Refleksi terhadap sumbu-x
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	Refleksi terhadap sumbu-y
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	Refleksi terhadap garis y=x
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	Refleksi terhadap garis y=-x
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	Refleksi terhadap garis x=k
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	Refleksi terhadap garis y=k
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	Refleksi terhadap titik (p,q)
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Sama dengan rotasi pusat (p,q) sejauh 180˚
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	Refleksi terhadap titik pusat (0,0)
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	Refleksi terhadap garis y=mx,m=tan α
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	Refleksi terhadap garis y=x+k
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	Refleksi terhadap garis y=-x+k
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SIFAT-SIFAT
. Dua refleksi berturut-turut terhadap sebuah garis merupakan suatu identitas, artinya yang direfleksikan tidak berpindah. 

a. Pengerjaan dua refleksi terhadap dua sumbu yang sejajar, menghasilkan translasi (pergeseran) dengan sifat:

a. Jarak bangun asli dengan bangun hasil sama dengan dua kali jarak kedua sumbu pencerminan. 

a. Arah translasi tegak lurus pada kedua sumbu sejajar, dari sumbu pertama ke sumbu kedua. Refleksi terhadap dua sumbu sejajar bersifat tidak komutatip.

b. Pengerjaaan dua refleksi terhadap dua sumbu yang saling tegak lurus, menghasilkaan rotasi (pemutaran) setengah lingkaran terhadap titik potong dari kedua sumbu pencerminan. Refleksi terhadap dua sumbu yang saling tegak lures bersifat komutatif.

c. Pengerjaan dua refleksi berurutan terhadap dua sumbu yang berpotongan akan menghasilkan rotasi (perputaran) yang bersifat:

c. Titik potong kedua sumbu pencerminan merupakan pusat perputaran.

c. Besar sudut perputaran sama dengan dua kali sudut antara kedua sumbu pencerminan.

c. Arah perputaran sama dengan arah dari sumbu pertama ke sumbu kedua. 
B. Pencerminan Sebagai Transformasi. 

      Sifat-sifat Refleksi

Definisi : 

Suatu pencerminan (refleksi) pada sebuah garis S adalah suatu fungsi  M yang didefinisikan untuk setiap titik pada bidang V sebagai berikut : 

1. Jika P ( S maka Ms(P) = P 

2. Jika P ( S maka Ms(P) = P' sehingga garis S adalah sumbu PP' menjadi tegak lurus

· Pencerminan merupakan transformasi 

a. Dari definisi di atas jelas bahwa daerah asal M adalah seluruh bidang V. 

b. Ms adalah padanan yang surjektif sebab ambil x' ( V. 

Jika x' ( S maka x = x' sebab Ms (x) = x = x'
· Andaikan x' ( s 

Dari sifat geometri ada x ( V sehingga S menjadi sumbu ruas xx' ini berarti bahwa Ms (x) = x'. Artinya, setiap x' memiliki prapeta. Jadi M adalah subjektif. 

· Andai A = B dengan A ( S dan B ( S 

Maka A' = Ms(A) = A dan B' = Ms(B) = B 

Jadi A' ( B' 

Misal A ( S maka A' = Ms(A), karena B ( S, B' = Ms dengan B’ ( S. Disini pula A' ( B' atau Ms(A) ( Ms(B) terbukti M adalah injektif. 

Jadi, M adalah sebuah transformasi. 

C. Isometri

Definisi :

 Suatu transformasi T adalah isometri jika dan hanya jika untuk setiap pasangan titik-titik P dan Q,



P' Q' = PQ 

Dengan
     P' = T (P) dan Q' = T (Q)

Perlu diperhatikan bahwa definisi ini tidak memerlukan PP' = QQ'. Dengan kata lain, dalam isometri tidak memerlukan sifat mempertahankan jarak antara suatu titik dengan bayangannya (petanya).

Contoh :

Asumsi bahwa sebuah sistem koordinat membangun sebuah budang (datar). Daqn pemetaan T didefinisikan untuk suatu titik P (x,y) oleh :

T (P) = P'

         = (x,-y)

Dengan bekal pengetahuan terdahulu, dapat dibuktikan bahwa T suatu transformasi menunjukkan T suatu isometri, ambil sepasang titik A' (a1,-a2) dan B' (b1,-b2), kemudian buktikan bahwa A' B' = AB.




 Y


A (a1,a2)


   B (b1,b2)

 







     x



         B' (b1,-b2)








    A' (a1,-a2)

Dengan rumus jarak, diperoleh : 

A' B' = 
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        = AB

Karena itu, T adalah isometri.

Teorema 1 :

Setiap Refeksi garis adalah suatu isometri.

Bukti :

Pembuktiannya menggunakan koordinat geometri. Kita ingat bahwa suatu sistem koordinat dapat dibentuk dengan menggunakan sepasang garis tegak lurus dalam suatu satuan panjang, serta menetapkan sumbu x dan y positifnya, kita bebas memilih sumbu mana yang akan dijadikan sumbu refleksi. Dalam hal ini, dipilih sumbu x sebagai garis s – nya, sedangkan sumbu y menjadi garis yang tegak lurus s. 
Teorema 2 : 

Sebuah isometri bersifat :

1. Memetakan garis menjadi garis.

2. Mengawetkan besarnya sudut antara dua garis.

3. Mengawatkan kesejajaran dua garis.

Bukti :

a).  Andaiakan g sebuah garis dan T suatu isometri.

Kia akan membuktikan bahwa T (g) = h adalah suatu garis juga.


        B



B'




   A





     A'


                     g                                                                  h

Ambil A 
[image: image27.wmf]Î

 g dan B 
[image: image28.wmf]Î

 g. Maka A' = T (A) 
[image: image29.wmf]Î

 h, B' = T (B) 
[image: image30.wmf]Î

 h ; melalui A' dan B' ada satu garis, misalnya h'.

Akan kita buktikan h' = h.

Untuk ini akan dibuktikan h'
[image: image31.wmf]Ì

 h dan h
[image: image32.wmf]Ì

h'

(i) Bukti  h'
[image: image33.wmf]Ì

 h

Ambil X' 
[image: image34.wmf]Î

 h'. Oleh karena bidang kita adalah bidang euclides,kita andaikan (A', X', B'), artinya A' X' + X' B' = A' B'. Oleh karena T suatu isometri. Jadi sutu transformasi maka ada X sehingga T (X) = X' dan oleh karena T suatu isometri maka AX = A' X' ; begitu pula XB = X' B'. Jadi pula AX + XB = AB. 

Ini berarti bahwa A, X, B segaris pada g.

Ini berarti lagi bahwa X' = T (X) 
[image: image35.wmf]Î

 h.

Sehingga h' 
[image: image36.wmf]Ì

 h sebab buti serupa berlaku untuk posisi X' dengan (X', A', B') atau (A', B', X').

(ii) Bukti h
[image: image37.wmf]Ì

h'

Ada lagi Y' 
[image: image38.wmf]Î

 h

Maka ada Y 
[image: image39.wmf]Î

 g sehingga T (Y) = Y' dengan Y misalnya (A Y B), artinya Y V g dan AY + YB = AB. Oleh karena T suatu isometri maka A' Y' = AY, Y' B' = YB, dan A' B' = AB.

Sehingga A' Y' + B' Y' = A' B'. Ini berarti bahwa A', Y', B' segaris, yaitu garis yang melewati A' dan B'.

Oleh karena h' satu-satunya garis yang melalui A' dan B'  maka Y' 
[image: image40.wmf]Î

 h'. Jadi haruslah h
[image: image41.wmf]Ì

h'.

Bukti serupa berlaku pada keadaan (Y A B) atau (A B Y). Sehingga h = h'. Jadi kalau g sebuah garis maka h = T (g) adalah sebuah garis.

b). Ambil sebuah < ABC


           A




     A'


 B                        C                                      B'                         C'

Andaikan A' = T (A), B' = T (B), C' = T (C) 

Menurut (a), maka A' B' dan B' C' adalah garis lurus. 

Oleh karena < ABC = BA 
[image: image42.wmf]È

 BC maka < A' B' C' = B' A' 
[image: image43.wmf]È

 B' C' sedangkan A' B' = AB, 

B' C' = BC, C' A' = CA.

Sehingga     ABC 
[image: image44.wmf]@

    A' B' C'. Jadi < A' B' C' = < ABC. 

Sehingga suatu isometri dapat mengawetkan besarnya suatu sudut.

c). 

         a                b                                                  a'            b'

Kita harus memperlihatkan a' // b'.

Andaikan a' memotong b' di sebuah titik P'. Jadi P' 
[image: image45.wmf]Î

 a' dan P 
[image: image46.wmf]Î

 b. Oleh karena T sebuah transformasi maka ada P sehingga T (P) = P' dengan P 
[image: image47.wmf]Î

 a dan P 
[image: image48.wmf]Î

 b.

Ini bearti bahwa a memotong b di P ; jadi bertentangan dengan yang diketahui bahwa a // b.

Maka pengandaian bahwa a'memotong b' salah.

Jadi haruslah a' // b'.

Akibat : salah satu akibat dari sifat (b) teorema 1.3  ialah bahwa apabila a 
[image: image49.wmf]^

 b maka T(a)
[image: image50.wmf]^

T (b) dengan T sebuah isometri.

Contoh : Diketahui garis g 
[image: image51.wmf]º

 { (x.y)│y = - x }dan h 
[image: image52.wmf]º

{ (x,y)│y = 2x – 3 }. 

Apabila Mg adalah releksi pada garis g, tentukanlah persamaan garis h' = Mg (h).

Jawab :

Oleh karena g sebuah refleksi pada g jadi suatu isometri, maka menurut teorema 4.1, h' adalah sebuah garis.




  


   Y







  

   0
R    Q


X

         P


Garis h' akan melalui titik potong pada h dan g misalnya R, sebab Mg (R) = R.

Jelas bahwa R = (1, -1) : h akan pula melalui Q' = Mg (Q).

Oleh karena Q = (3/2, 0) maka Q' = (0, -3/2).

Dengan demikian persamaan h' adalah :

h' = { (x, y) │x – 2y – 3 = 0 } 

Isometri Langsung dan Isometri Lawan 

Definisi : 

Misalkan (P,Q,R) adalah ganda tiga titik yang tidak kolinier (tak 

segaris). Apabila urutan perputaran P,Q,R sesuai dengan perputaran jarum 

jam, maka P,Q,R disebut memiliki orientasi negatif. Sedangkan apabila 

urutan perputaran P,Q,R berlawanan dengan perputaran jarum jam maka, 

P,Q,R disebut memiliki orientasi positif. 

Definisi : 

Suatu transformasi T disebut langsung jika dan hanya jika transformasi 

itu mempertahankan orientasi.sedangkan transformasi T disebut 

transformasi lawan jika dan hanya jika transformasi itu mengubah 

orientasi. 

Definisi : 

Misalkan T suatu transformasi.T disebut mempertahankan orientasi 

apabila untuk setiap ganda tiga titik P,Q,R yang tidak kolinear (tak 

segaris) orientasinya sama dengan orientasi dari petanya.sedangkan 

lainnya disebut mengubah orientasi. 

Isometri lawan

misalnya sebuah refleksi (pencerminan)


        P

       R
          P'
         Q'




    Q


     R'

D PQR berlawanan dengan jarum jam (+) sedangkan D P'Q'R' searah 

dengan jarum jam (-). 

Isometri langsung

misalnya suatu rotasi (perputaran) 



P


 R'


    Q

   R
    P'

   Q'

D PQR berlawanan dengan jarum jam (+) sedangkan D P'Q'R' tetap 

berlawanan dengan jarum jam (+). 

Sifat yang penting dalam geometri transformasi ialah : 

• Setiap refleksi (pencerminan) pada garis adalah suatu isometri lawan. 

• Akan tetapi tidak setiap isometri adalah isometri lawan, ini dapat di 

lihat pada gambar di atas yaitu rotasi (perputaran) adalah sebuah 

isometri langsung. 

• Setiap isometri adalah sebuah isometri langsung atau sebuah isometri 

lawan. 

D. Kolineasi

Definisi : Sebuah transformasi T yang bersifat bahwa sebuah garis petanya juga garis dinamakan kolineasi.

Oleh karena suatu refleksi adalah suatu kolineasi maka setengah putaran juga suatu kolineasi. Ini tidak mengherankan sebab setiap isometri adalah suatu kolineasi.

Suatu transformasi disebut kolineasi jika hasil transformasi sebuah garis (lurus) akan berupa garis lagi.
Jadi, jika g adalah garis maka T adalah kolineasi jika T(g) berupa garis, yaitu himpunan titik P’ = T(P) dengan P terletak pada g. 

Contoh :

1. f(x) = x2 dengan x > 0

Fungsi di atas dapat dipandang sebagai transformasi dengan domain sumbu X positif yang berupa garis lurus, dan hasil transformasinya berupa kurva y = x2. 

f(x) bisa dituliskan sebagai transformasi 
T : (x,0)→(x,x2)

Rumus transformasinya :


[image: image53.wmf]÷
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Gambar di samping memperlihatkan bahwa hasil transformasi garis lurus (sumbu X positif) adalah kurva y = x2 yang tidak berupa garis lurus. 

Maka dapat disimpulkan bahwa T (x,0)=(x,x2) bukan kolineasi. Atau fungsi f(x) = x2 bukan transformasi kolineasi.

2. f(x) = x + 1

Fungsi itu dapat dinyatakan sebagai transformasi T : (x,0) →(x,x + 1), yaitu mentransformasikan garis lurus (sumbu X) menjadi garis y = x + 1.

Rumus transformasinya 
[image: image54.wmf]÷
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Gambar di samping memperlihatkan bahwa hasil transformasi garis lurus (sumbu X) juga berupa garis lurus (y = x + 1). Maka fungsi  f(x) = x + 1 merupakan transformasi kolineasi.
3. f(x,y) = x + 2y

Bisa dianggap sebagai transformasi T : (x,y,0) → (x,y, x + 2y), yaitu yang mentransformasikan bidang XOY menjadi bidang z = x + 2y.

Rumus transformasinya 
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Gambar di samping memperlihatkan bahwa hasil transformasi bidang XOY juga berupa bidang datar (z = x + 2y). 

Bisa dikatakan, setiap garis pada bidang XOY ditransformasikan menjadi garis yang menyusun bidang z = x + 2y. Maka, f(x,y) = x + 2y merupakan transformasi kolineasi.
Diantara kolineasi-kolineasi ini ada yang disebut dilatasi.

Definisi : suatu kolineasi      dinamakan suatu dilatasi apabila untuk setiap garis g berlaku sifat      (g) // g. Salah satu contoh adalah setengah putaran.
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